PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
DRUSTVO MATEMATICARA I FIZICARA CRNE GORE
OLIMPIJADA ZNANJA 2024
MATEMATIKA

za I razred srednje skole

1. a) Odrediti A i B tako da vazi —z? + 2024z = —(x — A)? + B2
b) Naé¢i maksimum proizvoda (2024 — x)(2024 — y), ako je x + y = 2024.

2. Odrediti sve proste brojeve p, ¢ takve da je

PP + pq + q7
p+q

prirodan broj.

3. Za telefonski bI‘Oj d1d2d3—d4d5d6d7 kazemo daje lak ukoliko je d1d2d3 = d4d5d6 ili d1d2d3 = d5d6d7.
Koliko ima lakih telefonskih brojeva, ukoliko je dozvoljeno koristiti sve cifre?

4. Na stranici AB u trouglu ABC nalaze se tacke Py, P5, P tako da vazi:
1
|AP|| = |P1Py| = |P2Ps| = |P3B| = E‘AB"

Kroz ove tacke su povucene prave paralelne sa stranicom BC' i one dijele trougao na cetiri dijela.
Povrsina dijela koji se nalazi izmedu pravih kroz tacke P» i P3 iznosi 5. Kolika je povrsina trougla
ABC?

Vrijeme rada: 180 minuta.
Svaki zadatak se boduje od 0 do 25 poena.
Rjesenja zadataka detaljno obrazloziti.



PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
DRUSTVO MATEMATICARA I FIZICARA CRNE GORE
OLIMPIJADA ZNANJA 2024
Rjesenja zadataka iz MATEMATIKE

za I razred srednje skole

1. a) Odrediti A i B tako da vazi —z? + 2024z = —(x — A)? + B2
b) Naé¢i maksimum proizvoda (2024 — x)(2024 — y), ako je x + y = 2024.
Rjesenje:
a) Iz —a? + 20242 = —2% + 24z + B? — A2 dlijedi da je 24 = 2024 i B2 = A2%. Odatle dobijamo da
je A=10121i B = +1012.

b) Koristeéi uslov x 4+ y = 2024, proizvod ¢iji maksimum trazimo se svede na
(2024 — ) - x.

Dakle, treba odrediti € R tako da vrijednost izraza
—2% + 2024z

bude najveéa. Iz prvog dijela zadatka imamo da je —2? + 2024z = —(z — 1012)% + 10122, pa se
najveéa vrijednost dobija kada se od 1012% oduzima nula, odnosno kada je (z — 1012)% = 0, tj.
x = 1012. Dakle, najveéa vrijednost izraza je 10122 i dostize se za z = y = 1012.

2. Odrediti sve proste brojeve p, ¢ takve da je
P’ +pg+q¢*
p+q
prirodan broj.
Rjesenje:
Primijetimo da p, ¢ ne mogu istovremeno biti neparni, jer bi u tom sluc¢aju brojilac bio neparan, a

imenilac paran broj. Zbog simetri¢nosti, mozemo pretpostaviti da je ¢ paran broj, odnosno g = 2.
U tom slucaju, trazimo prost broj p takav da je

4+ 2p+ p? P
2TATE oy P
p+2 p+2
prirodan broj. Neophodno i dovoljno je da (p + 2) | p?. Kako su djelioci broja p? oblika p* za
ke {0,1,...,p}, tojep+2=pF za0<k<p. Sadruge strane, vazi sljedeéi niz nejednakosti
p<p+2<p+p=2p<p’

pri éemu jednakosti vaze samo za p = 2. Dakle, za p > 2 broj p + 2 se nalazi izmedu p i p?, pa
kao takav ne moze biti djelilac broja pP. Zaklju¢ujemo da je p = 2. Slijedi da par (p,q) = (2,2)
zadovoljava uslov zadatka i predstavlja jedino rjesenje.



3. Za telefonski bI‘Oj d1d2d3—d4d5d6d7 kazemo daje lak ukoliko je d1d2d3 = d4d5d6 ili d1d2d3 = d5d6d7.
Koliko ima lakih telefonskih brojeva, ukoliko je dozvoljeno koristiti sve cifre?
Rjesenje:
Za izbor dydsdgdy, na osnovu principa proizvoda, imamo ukupno 10* moguénosti. U slucaju da
je dy = ds = dg = dy, tada lakih brojeva ima 10. U suprotnom, za izbor dsdsdgd; tako da
ne vazi dy = ds = dg = dy imamo preostalih 10* — 10 moguénosti. U tom slu¢aju neée vaziti ni
dadsdg = dsdgdr. Kako bi broj bio lak, za izbor djdads imamo dvije moguénosti: ili didods = dydsdg
ili didads = dsdgdy. To nas dovodi do rezultata 2 x (104 — 10). Dakle, lakih brojeva ovog formata
ima 10 + 2 x (10* — 10) = 19990.

4. Na stranici AB u trouglu ABC nalaze se tacke Py, P, P tako da vazi:
1
|AP|| = |P1Ps| = |2 P3| = |P3B| = Z‘AB"

Kroz ove tacke su povucene prave paralelne sa stranicom BC' i one dijele trougao na cetiri dijela.
Povrsina dijela koji se nalazi izmedu pravih kroz tacke P» i P3 iznosi 5. Kolika je povrsina trougla
ABC?

Rjesenje:

Kako je AABC ~ AAPlQl ~ AAPQQQ ~ AAPgQg i |AB| = 4|AP1|, to je
Paape = 16Paap, @, -

Kako je |[AP;| = 2|APy|, to je
PAap,g, = 4PAAP, Q1

a kako je |APs| = 3|AP)|, to je
PAaapy,@s = 9PAAP, Q-

Iz uslova zadatka se dobija da je 4Paap,g, +5 = 9Paap,,, 0dnosno Paap,qg, = 1. Zato je

Paapce = 16.



PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
DRUSTVO MATEMATICARA I FIZICARA CRNE GORE
OLIMPIJADA ZNANJA 2024
MATEMATIKA

za II razred srednje skole

1. Ako kvadratna jednacina
P +ar+b=0

ima cijelobrojna rjesenja, dokazati:
a) koeficijenti a i b su cijeli brojevi;
b) za svaki k € N, jednacina

2® + (2k + Vaz + (K* + k)a®* +b=0
ima takode cijelobrojna rjesenja.

2. Bracni par Ana i Marko pozivaju svoje prijatelje, tri bra¢na para na veceru. Svi na veceru stizu is-
tovremeno i neki od njih se medusobno rukuju, pri ¢emu se niko nije rukovao sa svojim supruznikom.
Kada su sjeli za sto, Marko je pitao svakog od njih, uklju¢ujuéi i Anu, sa koliko su se ljudi rukovali.
Dobio je 7 razli¢itih odgovora. Sa koliko se ljudi rukovala Ana?

3. Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi takvi da vazi
a4 ab+b* =c?
i nzd(a,b,c) = 1. Dokazati da su svi djelioci broja ¢ (osim jedinice) veéi od 5.

4. U trouglu ABC simetrala ugla ZAC B sijece stranicu AB u tacki D. Ako je |CB| = |CD|, |AD| =4
i |BD| = 3, odrediti |AC/|.

Vrijeme rada: 180 minuta.
Svaki zadatak se boduje od 0 do 25 poena.
RjesSenja zadataka detaljno obrazloziti.



PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
DRUSTVO MATEMATICARA I FIZICARA CRNE GORE
OLIMPIJADA ZNANJA 2024
RjeSenja zadataka iz MATEMATIKE

za II razred srednje skole

1. Ako kvadratna jednacina
P +ar+b=0
ima cijelobrojna rjesenja, dokazati:
a) koeficijenti a i b su cijeli brojevi;
b) za svaki k € N, jednacina

2® + (2k + Vaz + (K* + k)a®* +b=0

ima takode cijelobrojna rjesenja.
Rjesenje:
a) Neka su z1 i 22 (cijelobrojna) rjesenja jednagine x? + ax + b = 0. Tada, na osnovu Vietovih

formula vazi
r1+xTo=—a, x1-Ty=>,

pa su a i b cijeli brojevi.
b) Kako su

—a ++va? —4b
2

cijeli brojevi, iz rezultata a) zakljuc¢ujemo da je va? — 4b takode cio broj i da su —a + va? — 4b
parni brojevi.
RjesSenja jednacine

T12 =

2® + (2k + Vaz + (K* + k)a®> +b=0

su
—(2k + 1)a £+ /(2k + 1)2a% — 4(k2 + k)a2 — 4b
2 M
odnosno
—(2k+1)a+ va? —4b (1)
5 )

Iz dokazanog za jednacinu 22 + azx + b = 0 slijedi da su —(2k + 1)a £ v/a? — 4b cijeli brojevi i to
parni jer se od parnih brojeva —a 4= v a? — 4b, respektivno, razlikuju za paran broj —2ka. Odavde
slijedi da su rjesenja data sa (1) takode cijeli brojevi, sto je trebalo dokazati.



2. Bracni par Ana i Marko pozivaju svoje prijatelje, tri bra¢na para na veceru. Svi na veceru stizu is-
tovremeno i neki od njih se medusobno rukuju, pri ¢emu se niko nije rukovao sa svojim supruznikom.
Kada su sjeli za sto, Marko je pitao svakog od njih, uklju¢ujuci i Anu, sa koliko su se ljudi rukovali.
Dobio je 7 razli¢itih odgovora. Sa koliko se ljudi rukovala Ana?

Rjesenje:

Kako je Marko dobio 7 razlicitih odgovora, a maksimalan broj rukovanja po osobi je 6, to je Marko
dobio odgovore 0,1,2,3,4,5 1 6. Neka se osoba A; rukovala sa 6 osoba. To nije Ana, jer tada
medu gostima ne bi postojala osoba sa 0 rukovanja. Osoba A; se rukovala sa svima osim sa svojim
supruznikom, pa je njen supruznik, As, osoba koja se nije rukovala ni sa kim, jer svi ostali prisutni
moraju imati makar jedno rukovanje. Dalje, neka se osoba B rukovala sa 5 osoba. Opet, to nije
Ana jer tada ne bi postojala osoba koja je imala jedno rukovanje. Osoba Bj se nije rukovala sa
svojim supruznikom i sa As, pa slijedi da se njen supruznik, By, rukovao sa jednom osobom, jer
inace ne bi postojala osoba koja ima ta¢no jedno rukovanje. Dalje, neka se osoba Cj rukovala 4
puta. Istim rezonom zakljué¢ujemo da Cp nije Ana i da se supruznik osobe C; rukovao dva puta,
§to nas dovodi do zakljucka da se Ana rukovala 3 puta.

3. Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi takvi da vazi
a’>4ab+b* = c?

i nzd(a,b,c) = 1. Dokazati da su svi djelioci broja ¢ (osim jedinice) veéi od 5.

Rjesenje:

Primijetimo da su brojevi a, b, c uzajamno prosti u parovima. Naime, npr. ako je p prost djelilac
brojeva a i b, onda je p djelilac broja ¢2, pa i broja c. Analogno i za par (a,c), odnosno (b, ¢).
Dokazac¢emo da prosti brojevi 2, 3,5 nisu djelioci broja c, odakle slijedi trazeno tvrdenje.
Pretpostavimo da 2|c. Kako je nzd(a,c) = 1 i nzd(b,c) = 1, slijedi da su brojevi a i b neparni,
odakle zaklju¢ujemo da je a? + ab + b? neparan broj, §to nije mogude.

Pretpostavimo da 3|c. Dati uslov zapisujemo u obliku zbira kvadrata na sljedeéi naé¢in:

2 2 2 b\? 3.9
c“=a"4+ab+b" = a+§ +Zb’

odnosno

4c* = (2a + b)* + 3b°. (2)
Kako 3 dijeli ¢, tada 3 dijeli (2a + b)?, odnosno dijeli i (2a + b). Medutim, u tom sluéaju 4c? i
(2a + b)? su djeljivi sa 9, odakle slijedi da 3|b%, odnosno 3|b, §to nije moguée jer nzd(b,c) = 1.
Pretpostavimo da 5|c. Kako kvadrat prirodnog broja daje ostatak 0,1 ili 4 pri dijeljenju sa 5, to
slijedi da (2a + b)? daje ostatak 0,1 ili 4, dok 3b? daje ostatak 0,3 ili 2 pri dijeljenju sa 5. U svim
tim slucajevima desna strana jednakosti (2) nije djeljiva sa 5, osim kada oba sabirka daju ostatak
0 pri dijeljenju sa 5. Medutim, taj sluc¢aj nije mogué jer bi tada vazilo nzd(b,c) > 5.
Dakle, svi prosti djelioci, pa samim tim i svi djelioci broja ¢ su strogo veéi od 5.
Napomena: Ni broj 6 ne dijeli ¢, jer 2 i 3 ne dijele ¢. Primijetimo da (a,b,c) = (3,5, 7) zadovoljava
uslov.



4. U trouglu ABC simetrala ugla ZAC B sijece stranicu AB u tacki D. Ako je |CB| = |CD|, |AD| =4
i |BD| = 3, odrediti |AC!.
Rjesenje:
Iz uslova zadatka se dobija da je |[AC| : |BC| = |AD| : |BD| = 4 : 3, odakle slijedi da je |[AC| = 4z i
|BC| = 3. Neka je N podnozje visine iz tjemena C' trougla ABC. Kako je |AC|? = |[AN|?>+|CN|?
i |[BC|? = |ON|?>+ |NB|? to je

|AC — | BC|* = |AN|® — | BN/, (3)

Imamo da je ABCD jednakokraki i CN je njegova visina, pa je |BN| = |[DN| = % Zato je

3 11
[AN| = |AD| + [DN| =4+ 5 = —-.

11\?  [/3)?
1622 —92° = (=) — (=) =28
o= (5) - () -

odnosno z = 2, pa je |AC| = 8.

Iz (3) se dobija



PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
DRUSTVO MATEMATICARA I FIZICARA CRNE GORE
OLIMPIJADA ZNANJA 2024
MATEMATIKA

za III razred srednje sSkole

1. Neka su 1,29, ..., 2, € [T, 5], n > 3. Dokazati da vazi

nsin (7) ~ i T; Z; n
Y i} W B O L
27 sin (y5r) ;COS( g)cos () eos(G) < gy
2. U ravni je dato 2024 razlicitih tacaka tako da za bilo koje cetiri tacke postoje dvije koje su na
rastojanju manjem od 2. Dokazati da postoji krug poluprec¢nika 2 koji sadrzi barem 675 datih

tacaka.

3. Niz (z,,) dat je rekurzivnom formulom z,, = 5,1 + 7.
a) Odrediti a € R, tako da se niz (y,), koji je dat sa y,, = x, + a, svodi na geometrijski niz.
b) Ako je x1 = 1, pokazati da je xop24 prirodan broj i odrediti mu posljednju cifru.

4. Neka je r duzina polupre¢nika upisane kruznice trougla ABC. Prava kroz centar te kruznice sijece
stranice BC'i C' A redom u tackama D i E. Dokazati da za povrsinu P trougla CED vazi

P> 22,

Kada vazi jednakost?

Vrijeme rada: 180 minuta.
Svaki zadatak se boduje od 0 do 25 poena.
Rjesenja zadataka detaljno obrazloziti.



PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
DRUSTVO MATEMATICARA I FIZICARA CRNE GORE
OLIMPIJADA ZNANJA 2024
RjeSenja zadataka iz MATEMATIKE

za III razred srednje sSkole

1. Neka su 1,29, ..., 2, € [T, 5], n > 3. Dokazati da vazi

n

nsin (7) i T; Z; n
i VIR il Ty 2y <
27 sin (y5r) ;COS( g)eos () eos(G) < gy
Rjesenje:
Polazeci od identiteta
sinx = QSin(g)cos (g) =22 sin(%) cos(%)cos (g) =...=2"sgin (2%) Cos (2%)005 (%)mcos(g),

imamo
- T T i " sin(z;)
—)cos (=) --cos(—) = — .
Zcos(z)co (7) (5%) Z2”sin(§—,§)
=1 =1
Koristeci dalje da je funkcija f(x) = sinx rastuca na intervalu [T, 7], to vaze sljedece nejednakosti

sin(i) < sin(ﬁ) < sin ( T

i . .
—on) S o) < W)’ s1n(ﬁ) <sin(x;) <1, i €{1,2,...,n},

sto dalje povlaci

sin(z;) zn: 1 B n
2nsin(3r) ~ = 2"sin(35w) ~ 2nsin(25)’

i=1 2n n2n n2n

i sli¢no
" sin(x) - ", sin(%) _ nsin (T)
— 2sin(z) T o2 sin(grgr) 27 sin (gagr)

2. U ravni je dato 2024 razlicitih tacaka tako da za bilo koje Cetiri tacke postoje dvije koje su na
rastojanju manjem od 2. Dokazati da postoji krug polupre¢nika 2 koji sadrzi barem 675 datih
tacaka.

Rjesenje:
Izaberimo proizvoljnu tacku A od datih 2024 tacaka i formirajmo krug K7 polupre¢nika 2 oko te

tacke. Ukoliko se sve tacke nalaze u tom krugu dokaz je gotov. U suprotnom, postoji tacka B van
kruga K7, dakle na rastojanju veéem ili jednakom 2 od tacke A. Formirajmo krug Ko poluprecnika



2 oko tacke B. Ukoliko se sve tacke nalaze u krugovima K; i Ko, to jedan od ta dva kruga mora
sadrzati barem 2024 : 2 = 1012 tacaka, pa je dokaz gotov. U suprotnom, postoji tacka C' koja se ne
nalazi ni u krugu Kj ni u krugu Ky, pa formirajmo krug K3 poluprecnika 2 oko tacke C. Tvrdimo
da se svaka od 2024 tacaka nalazi u nekom od ova tri kruga. Ukoliko bi postojala tacka D koja ne
pripada nijednom od ova tri kruga, onda medu tackama A, B,C i D ne postoje dvije koje su na
rastojanju manjem od 2, §to je suprotno uslovu zadatka. Kako se sve tacke nalaze u tri kruga, to
mora da postoji krug koji sadrzi barem 675 tacaka. Naime, ako bi svaki od tri kruga pojedina¢no
sadrzao najvise 674 tacaka, to bi ukupan broj tacaka bio najvise 3 - 674 = 2022. Time je dokaz
zavrsen.

. Niz (z,) dat je rekurzivnom formulom z, = 5x,_1 + 7.
a) Odrediti a € R, tako da se niz (y,), koji je dat sa y, = x, + a, svodi na geometrijski niz.
b) Ako je z1 = 1, pokazati da je xop24 prirodan broj i odrediti mu posljednju cifru.

Rjesenje:

a) Uvrstavanjem dobijamo da vazi
Yn —a = 5(yn—1 - a) +7,

odnosno
Yn = DYn—1 + (—4a+ 7).

Ocigledno, za a = % vazi Yy = 5Yn—1, odnosno niz y, se svodi na geometrijski niz sa koli¢nikom

q=>5.

b) Posmatramo geometrijski niz (y,) dobijen iz a). Iz 21 = 1, imamo y; = 1 —|—£ = lz. Odavde

slijedi da je
2023 _ 11 52023
4 )

Y2024 = Y1 - q
odnosno 2023
11 7 5 —1
= 5208 _ _ 1.~ 1. 1
L2024 = 7 1 1 + (1)
Kako je

52021_1 _ (5_1)(52022+51021+.--+5+1) = 52022 4 52021 4541

zakljuCujemo da je xop24 prirodan broj i da je posljednja cifra broja 52013_1 jednaka 1. Iz (1) slijedi
da je posljednja cifra broja zog24 jednaka 2.

. Neka je r duzina polupre¢nika upisane kruznice trougla ABC. Prava kroz centar te kruznice sijece
stranice BC' 1 C A redom u tackama D i E. Dokazati da za povrsinu P trougla CED vazi

P> 22,

Kada vazi jednakost?
Rjesenje:
Neka je S centar upisane kruznice trougla ABC. Imamo da vazi

CE+CD
2

1 1
P:PAC'ES+PACSD:§CE-T+§CD.T: -



Kako je

CEXCD . /eE¢D

2
to je
P>vCE-CD-r.
Primijetimo da vazi: 2P < CD - CE, §to zajedno sa (2) povlaci
P >V2P -7,
odnosno

P> 22

Jednakost vazi ako i samo ako je CE = CD i ugao ZACB je prav.



PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
DRUSTVO MATEMATICARA I FIZICARA CRNE GORE
OLIMPIJADA ZNANJA 2024
MATEMATIKA

za IV razred srednje Skole

1. Neka su 1,29, ..., 2, € [T, 5], n > 3. Dokazati da vazi

nsin () " x; T
W(Zzz_l) S ZCOS(E)COS(Z) . 'COS(

2. Odrediti najvedi prirodan broj n tako da je broj
B34+, +nd

djeljiv sa n + 3.

3. U ravni je dato 2024 razli¢itih tacaka tako da za bilo koje Cetiri tacke postoje dvije koje su na
rastojanju manjem od 2. Dokazati da postoji krug polupre¢nika 2 koji sadrzi barem 675 datih
tacaka.

4. U trouglu ABC vazi ZABC = 2/BCA. Simetrala ugla ZBAC sijece stranicu BC' u tacki D tako
da je |AB| = |CD|. Odrediti ugao ZC AB.

Vrijeme rada: 180 minuta.
Svaki zadatak se boduje od 0 do 25 poena.
RjesSenja zadataka detaljno obrazloziti.



PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
DRUSTVO MATEMATICARA I FIZICARA CRNE GORE
OLIMPIJADA ZNANJA 2024
Rjesenja iz MATEMATIKE

za IV razred srednje Skole

1. Neka su 1,29, ..., 2, € [T, 5], n > 3. Dokazati da vazi

nsin (7) ~ i T; Z; n
< R <
27 sin (y5r) ;COS( 3 ) cos () eos(5y) 27 sin( )
Rjesenje:
Polazedi od identiteta
sinz = QSin(g)COS(g) =22 sin(%)cos(%)cos(g) =...=2" Sln(2 )Cos(2n)cos(2:_1)~--cos(g),

imamo

eos(Fiy N~ sin(@)
3 oo (5 on (5 -on (5 = 3 5

1=

Koristeci dalje da je funkcija f(x) = sinz rastu¢a na intervalu [Z, 7], to vaze sljedece nejednakosti

Sin(i) < sin(ﬂ) < sin (

. T . .
o) = o —), sm(ﬁ) <sin(x;) <1, i € {1,2,...,n},

Sto dalje povlaci

3

sin(z;) Z 1 n
2nsin(3) T o 2"sin(ni) 2" sin(-77)’

=1 i = 21

i slicno
"L sin(ay) - “. sin(%) _ nsin (T)
—on sin(5%) — ~r sin(grgr) 2" sin (gagr)

. Odrediti najveéi prirodan broj n tako da je broj
P+2b 4.+

djeljiv sa n + 3.

Rjesenje:



Suma 13 +23 4 ... 4+ n? je jednaka M. Ako broj n + 3 dijeli M, onda dijeli i n?(n +1)2.
Neka je n + 3 = m, tada izraz n?(n + 1)? dobija oblik

m* — 10m? + 37m? — 60m + 36.

Kako m dijeli m* — 10m? + 37m? — 60m + 36, to m|36. Trazenje najveéeg broja n, tako da n + 3
djeli n2(n + 1)? se svodi na trazenje najveéeg broja m koji dijeli 36.
2 2
1
Ostaje da se provjeri za koje m, odnosno n, broj n + 3 dijeli M

, . 332342
Za m = 36 imamo n = 33. Jednostavno se vidi da 36 ne dijeli — = 33 - 17°.

Sljededi najveéi kandidat je m = 18. Tada je n = 15. Primijetimo da 18 dijeli

152 . 162

I =15%.64 = (9-2)-(25-32).

Dakle, najveéi broj sa trazenim svojstvom je n = 15.

. U ravni je dato 2024 razlicitih tacaka tako da za bilo koje cetiri tacke postoje dvije koje su na
rastojanju manjem od 2. Dokazati da postoji krug poluprecnika 2 koji sadrzi barem 675 datih
tacaka.

Rjesenje:

Izaberimo proizvoljnu tacku A od datih 2024 tacaka i formirajmo krug K7 polupre¢nika 2 oko te
tacke. Ukoliko se sve tacke nalaze u tom krugu dokaz je gotov. U suprotnom, postoji tacka B van
kruga K7, dakle na rastojanju veéem ili jednakom 2 od tacke A. Formirajmo krug Ko poluprecnika
2 oko tacke B. Ukoliko se sve tacke nalaze u krugovima K; i K», to jedan od ta dva kruga mora
sadrzati barem 2024 : 2 = 1012 tacaka, pa je dokaz gotov. U suprotnom, postoji tacka C' koja se ne
nalazi ni u krugu Kj ni u krugu Ks, pa formirajmo krug K3 poluprecnika 2 oko tacke C. Tvrdimo
da se svaka od 2024 tacaka nalazi u nekom od ova tri kruga. Ukoliko bi postojala tacka D koja ne
pripada nijednom od ova tri kruga, onda medu tackama A, B,C i D ne postoje dvije koje su na
rastojanju manjem od 2, §to je suprotno uslovu zadatka. Kako se sve tacke nalaze u tri kruga, to
mora da postoji krug koji sadrzi barem 675 tacaka. Naime, ako bi svaki od tri kruga pojedina¢no
sadrzao najvise 674 tacaka, to bi ukupan broj tacaka bio najvise 3 - 674 = 2022. Time je dokaz
zavrsen.

. U trouglu ABC vazi ZABC = 2/BCA. Simetrala ugla ZBAC sijece stranicu BC' u tacki D tako
da je |AB| = |CD|. Odrediti ugao ZC AB.

RjesSenje:

Neka je ¢ = |AB| = |CD)|, zatim o« = ZBAC i v = ZACB. 1z sinusne teoreme primijenjene na
AACD i AABD dobijamo

siny  |AD| sin2y  |AD|

sin § ¢ sin(§+7) c

Dalje je

. Al . .«
sm’y-sm(§ —i—’y) = sin 2 - sin 2



odnosno
. (67 e
5111(5 + ’y) = 2cosy - sin 5

Koristeéi adicionu formulu za sinus zbira, dobijamo

a . L«
COS§'SIH’7 = cos 7y - sin 3

odnosno
tgy = tgg
gy 5"
Zato je
o
5 -7 = kﬂ', k = Z,

a kako se radi o uglovima trougla slijedi da je k = 0, odnosno § = 7. Kako je a+ § + a = 7 slijedi
da je



